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CINCO
TRIGONOMETRÍA
La geometría tiene dos grandes tesoros: uno es el teorema de
Pitágoras, y el otro el número áureo. El primero puede ompararse
a una medida de oro, y el segundo a una piedra preiosa.
Johannes Kepler
La trigonometría es una rama de las matemátias que se enarga del trabajo on triángulos
y las razones que es posible estableer entre las medidas de sus lados; en primera instania
se relaiona on los triángulos retángulos, pero también on ualquier triángulo y on sus
apliaiones en diferentes ontextos en ampos omo la físia, la ingeniería, la astronomía,
entre otros.
5.1. Sistema de mediión de ángulos
Uno de los elementos de los triángulos son sus tres ángulos; para medirlos se usan prinipal-
mente tres sistemas que tienen omo unidades de medida el radián, el grado sexagesimal y
el grado entesimal.
En el primer aso la irunferenia se onsidera dividida en 2π radianes, en el segundo la
irunferenia se onsidera dividida en tresientos sesenta grados y ada uno de ellos a su
vez en sesenta minutos y ada minuto en sesenta segundos; en el último aso se onsidera a
la irunferenia dividida en uatroientos grados.
Los dos primeros sistemas de unidades son los de mayor uso y difusión aunque en los ursos
de matemátias se ha privilegiado el uso del sistema de mediión en radianes.
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5.2. Conversión entre los sistemas sexagesimal y radial
Para realizar onversiones entre medidas en los sistemas menionados, se utiliza la siguiente
expresión que orresponde al fator unitario (un fator uyo valor es 1) y que parte de la










Para realizar la onversión se multiplia la expresión iniial por el fator unitario (ya que al
multipliar ualquier expresión por el fator unitario, su valor no se altera) y posteriormente
se realiza la simpliaión de la expresión. Nótese ómo los fatores Rad y π se reduen a










Convertir 45o a radianes
Para realizar la onversión se multiplia la expresión iniial por el fator unitario y poste-
riormente se realiza la simpliaión de la expresión. Nótese ómo la unidad de medida en
grados sexagesimales desaparee y la expresión da omo resultado una medida en radianes










Ejeriios de trabajo en lase
Exprese las medidas de los siguientes ángulos en radianes:
1. 15o
2. 60o


































Son razones matemátias estableidas para un triángulo retángulo según las siguientes
expresiones:
Tabla 5.2. Razones trigonométrias en un triángulo retángulo
Seno∢α = cateto opuestohipotenusa Cosecante∢α =
hipotenusa
cateto opuesto
Coseno∢α = cateto adyacentehipotenusa Secante∢α =
hipotenusa
cateto adyacente










Se destaan los ángulos ∢A, ∢B, ∢C y los lados a, b, c. El ángulo ∢B es reto y los ángulos
∢A ∢C son agudos, los lados a, c son los atetos y el lado b es la hipotenusa.
Las razones trigonométrias para el ∢A serán las siguientes:
Tabla 5.3. Razones trigonométrias para el ángulo A del triángulo de referenia










Las razones trigonométrias para el ∢C serán las siguientes:
Tabla 5.4. Razones trigonométrias para el ángulo C del triángulo de referenia























Mediante el uso de una aluladora ientía y las telas de las funiones trigonométrias
que se muestran en la gura 5.1 es posible saber el valor de los ángulos sobre los uales se
alulan
5.3. RAZONES TRIGONOMÉTRICAS 163
Figura 5.1. Telas de las funiones trigonométrias en la aluladora fx 570 ES PLUS
Las razones trigonométrias, haiendo uso de las funiones inversas, maradas en la alu-
ladora on sin−1 cos−1 tan−1 según la siguiente seuenia:
Figura 5.2. Combinaión de telas para determinar el valor de un ángulo
Para el que la razón trigonométria seno es 0,5. Tomado de fx 570 ES PLUS User's Guide.
En ella la razón trigonométria seno tiene un valor de 0,5 y el ángulo que se determina en
el triángulo por la ubiaión de los atetos y la hipotenusa tiene un valor de 30o.
En el aso del triángulo del ejemplo, los valores de las tres primeras razones trigonométrias






Sen∢A = 45 ∢A = 53,13
o
Cos∢A = 35 ∢A = 53,13
o
Tan∢A = 43 ∢A = 53,13
o
De lo anterior, se onluye que para un mismo ángulo y on el uso de la aluladora es
posible usar tres diferentes razones trigonométrias para determinar su valor.
Ejeriios de trabajo en lase






5.4. Soluión de triángulos retángulos
La soluión de triángulos retángulos es un proeso que onsiste en determinar las medidas
de los tres lados y los tres ángulos de un triángulo retángulo. Se parte de representar la
informaión en un gráo (si el ejeriio no los proporiona) para relaionar las medidas de
los ángulos y los lados; posteriormente se determina de la lista de razones trigonométrias,
aquella que ontenga los valores suministrados y a la inógnita, se sustituyen y se determina
el valor de la inógnita por medio de proesos algebraios. Importante reordar que la suma
de las medidas de los ángulos internos de un triángulo es 180o.
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Ejemplo 5.4
Determinar el valor de x en el siguiente triángulo
Los valores suministrados son los de la hipotenusa (15 uni-
dades) y el ángulo agudo (65o) y es neesario determinar
el valor del ateto opuesto al ángulo agudo (x). Los valores
suministrados se relaionan mediante la razón trigonomé-
tria seno, de tal forma que:
sen65o = x15
De donde se obtiene:
x = 15 sen 65o
Usando aluladora se obtiene la medida de x
x = 13, 59 unidades
Ejemplo 5.5
Una esalera tiene una longitud de 3 metros y se enuentra reargada ontra una pared de
tal forma que su extremo superior oinide on el punto más alto de la pared y su extremo
inferior forma un ángulo de 70o on el piso. ¾Cuál es la altura de la pared?
Los datos que proporiona el problema son los de la hipo-
tenusa (3 metros) y el ángulo agudo (70o) y se pide deter-




x = 3 sen 70o
Usando aluladora se obtiene la medida de x
x = 2, 81 metros
Nota: para la soluión de algunos triángulos es neesario tener en uenta lo siguiente:
I. La suma de los ángulos internos de ualquier triángulo es igual a 180o
II. La suma de los uadrados de los atetos es igual a la hipotenusa, es deir,
a2 + c2 = b2
Euaión 30: euaión basada en el teorema de Pitágoras
Esta expresión del teorema de Pitágoras (en la que el lado b representa la hipotenusa, que
es el lado más largo y los lados a y c representan las medidas de los atetos) puede ser usada








III. Para determinar la medida de ualquier ateto en un triángulo retángulo, siempre
se resta bajo la raíz uadrada al uadrado de la hipotenusa el uadrado del ateto.
Por otra parte, el teorema de Pitágoras se puede usar para alular el valor de la





En uyo aso se suman bajo la raíz uadrada los uadrados de los atetos.
Ejeriios de trabajo en lase
Resolver los triángulos retángulos ABC, on el ángulo reto en ∢C e hipotenusa c.
21. a = 4,001; b = 1,072
22. ∢A = 86O, a = 12
23. b = 0,4360, c = 10
24. ∢B = 20O ; b = 19,6
25. c = 50,11; ∢B = 2o
26. Desde una garita ubiada en una olina, un vigía de un batallón observa un intruso
irrumpiendo en las instalaiones de la unidad militar. Si el ángulo de depresión on
que observa la situaión es 15o, determine la distania entre el vigía y el intruso si el
vigía se ubia a 1350 msnm y el intruso a 1240 msnm.
27. Desde un punto a 30 metros de la base de un ediio se observa el punto más alto de
la onstruión on un ángulo de elevaión de 75o. ¾Cuál es la altura del ediio desde
el nivel del suelo si el instrumento para medir el ángulo de elevaión se enuentra a
una altura de 75 entímetros del suelo?
5.5. Razones trigonométrias para ángulos espeiales
30
◦, 45◦ y 60◦
A ontinuaión se muestran los valores de las razones trigonométrias para ángulos de
30◦, 45◦ y 60◦, informaión que resulta muy útil al momento de resolver ejeriios que
impliquen sus valores exatos. Consérvela para futuros ejeriios.
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Las identidades trigonométrias son euaiones que se satisfaen para ualquier valor de-
nido de la variable y son usadas omo punto de partida para la sustituión en expresiones
algebraias que neesitan ser simpliadas.
Tabla 5.6. Identidades trigonométrias










tanx= 1cotx cotx =
1
tanx
sen2x+cos2x= 1 1 + tan2x = sec2x 1 + cotx2x = csc2x

















5.7. Suma y resta de ángulos
Tabla 5.7. Identidades trigonométrias para la suma y resta de ángulos
sen (x+ y) = senxcosy + cosxsenx sen (x− y) = senxcosy − cosxseny
cos (x+ y) = cosxcosy − senxseny cos (x− y) = cosxcosy + senxseny
tan (x+ y) = tanx+tany1−tanxtany tan (x− y) = tanx−tany1+tanxtany
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5.8. Identidades de produtos
Tabla 5.8. Identidades trigonométrias para el produto
sen2x = 12 (1− cos (2x)) cos2x = 12 (1 + cos (2x))
senxcosx = 12sin(2x) senxseny =
1
2 (cos (x− y)− cos (x+ y))
senxcosy = 12 (sen (x− y) + sen (x+ y)) cosxcosy = 12 (cos (x− y) + cos (x+ y))
5.9. Ángulo doble
Tabla 5.9. Identidades trigonométrias para el ángulo doble
sen (2x) = 2senxcosx cos (2x) = cos2x− sen2x
cos (2x) = 2cos2x− 1 tan (2x) = 2tanx1−tan2x
5.10. Demostraiones de identidades trigonométrias
La demostraión de identidades trigonométrias es un buen ejeriio que puede realizarse
partiendo de un lado de la euaión iniial y por medio de sustituiones y operaiones obtener
una expresión igual a la de lado opuesto; también es viable trabajar simultáneamente y
realizar operaiones en ambos lados de la euaión (que no neesariamente deben ser iguales)




1+tan2x = 1+ cos
2 x es una identidad trigonométria
1+sec2x
1+tan2x = 1 + cos
2x Expresión iniial
1+sec2x
sec2x = 1 + cos
2x Sustituión del denominador en el lado izquierdo




sec2x = 1 + cos
2x Desomposiión de la fraión en dos del mismo
denominador
cos2x+1 = 1 + cos2x Simpliaión de la segunda fraión
1+cos2x = 1 + cos2x Conmutatividad de la suma
















secx−1 Desomposiión de la fraión en dos del mismo
denominador en el lado izquierdo y sustituión por
identidad trigonométria pitagória en el lado de-
reho
secx+ 1 = (secx+1)(secx−1)secx−1 Simpliaión de la segunda fraión en el lado
izquierdo y fatorizaión del numerador en el lado
dereho
secx+ 1 = secx+ 1 Simpliaión de la fraión en el lado dereho
Ejeriios de trabajo en lase
























Una euaión trigonométria es una expresión que representa la igualdad de dos expresiones
trigonométrias. Resolverla es determinar los valores de la variable en la euaión para que
se umpla la igualdad. No es posible uniar un método en la soluión de una euaión
trigonométria, pero se puede resolver una gran antidad, mediante de sustituión de las
funiones trigonométrias hasta una sola (seno o oseno) para nalmente soluionar usando
las propiedades de los números reales, la fatorizaión, la multipliaión por uno, y los




Resolver la euaión 4 senx− 2 = 0
4senx− 2 = 0 Euaión iniial
4senx = 2 Transposiión de términos
senx = 12 Transposiión de términos y simpliaión de la
fraión
x = arcsen 12 Funión inversa de seno. En las aluladoras aparee
omo sin−1.





Resolver la euaión 2cos2x = cosx
2cos2x = cosx Euaión iniial
2cos2x− cosx = 0 Transposiión de términos
cosx (2cosx− 1) = 0 Fatorizaión
cosx = 0
2cosx− 1 = 0
Igualar ada fator a ero y despejar la
funión trigonométriacosx = 12
x = arccos0 x = arcos 12 Funión inversa de oseno. En las alula-
doras aparee omo cos−1.
x = 90o x = 60o
x = 300o
Valores de x para los que la funión oseno
tiene un valor de ero o un medio.
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Ejemplo 5.10
Resolver la euaión senx+ cosx = 0
senx+ cosx = 0 Euaión iniial
√
1− cos2x+ cosx = 0 Sustituión de senx por √1− cos2x obtenido de
la identidad trigonométria sen2x+ cos2x = 1
cosx = −√1− cos2x Transposiión de términos
(cosx)
2
= (−√1− cos2x)2 Elevar al uadrado a ambos miembros de la
euaión
cos2x = 1− cos2x Transposiión de términos
2cos2x = 1 Reduión de términos semejantes
cos2x = 12 Transposiión de términos













Valores de x para los que la funión oseno tiene
un valor de ± 1√
2
Ejemplo 5.11
Resolver la euaión 2tan2x− 3tanx+ 1 = 0
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4 Se interpreta la euaión iniial omo una
euaión uadrátia uya variable es tanx
y los valores de a, b y c son en su orden













) Funión inversa de tangente. En las al-
uladoras aparee omo tan−1.
x=45o
x=26,56o
Valores de x para los que la funión tan-
gente tiene un valor de 1 o de 12 .
Ejeriios de trabajo en lase
Resolver las siguientes euaiones:
34. 3cot2x− 1 = 0
35. 4cos3x− cosx = 0
36. 4sen2x− 1 = 0
37. 3cosxsenx+ 3senx = 0
38. sen2x− senx = 0
39. 1 + tan2x = sec2x
40. cos2x+ cosx− 2 = 0
41. cos2x− sen2x = 0
42. tanx(secx−√2) = 0
5.12. Ley de los senos
Para todo triángulo on ángulos A, B, C y lados on longitudes a, b, c, se umplen las
siguientes relaiones: un triángulo tiene tres ángulos y tres lados. Para resolver problemas
relativos a triángulos obliuángulos es neesario onoer dos ángulos y un lado no ontenido
entre ellos. Es posible usar la ley de los senos para resolver problemas relativos a triángulos
obliuángulos uando se onoen dos ángulos.
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Para el triángulo ABC se onoe que b = 15, ∢B = 42◦, ∢C = 76◦. Determine la medida
de los ángulos y los lados faltantes:
Soluión:
Como se sabe la medida de dos lados y teniendo en uenta que la suma de los ángulos
internos de un triángulo es 180◦, es deir, ∠A + ∠B + ∠C = 180◦, sustituyendo los datos
onoidos del problema,
∠A+ 42◦ + 76◦ = 180◦
∠A+ 118◦ = 180◦
∠A = 180◦ − 118◦ = 62◦
De tal forma que la medida del ángulo A es 62 grados.
∠A = 62◦
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Como las medidas que se desea alular son las de los lados a y , en primer lugar se tomarán
el primero y el segundo de la expresión anterior y posteriormente en otro proeso se tomarán



























De tal forma que el lado c mide 21,75 m.
Ejeriios de trabajo en lase
Determine usando la ley de los senos la medida del ángulo o lado indiado:
43. a = 3, b = 4, ∢A = 37,5o, ∢B =?
44. b = 2, c = 3,5, ∢C = 70o, ∢B =?
45. a = 7, ∢B = 22,5o, ∢A = 78,75o, b =?
46. ∢B = 123,75o, ∢C = 45o, b = 12,8, c =?
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5.13. Ley de los osenos
Para todo triángulo on ángulos A, B, C y lados on longitudes a, b, c, se umplen las
siguientes relaiones: la ley de los osenos en algunos textos se onoe omo una generali-
zaión del teorema de Pitágoras, se aplia a todo triángulo obliuángulo, pero es neesario
tener en uenta que puede ser utilizada en situaiones en las que se onoe la medida de
todos los lados del triángulo o en los asos en los que se onoe la medida de dos lados y la
medida del ángulo omprendido entre ellos.
Tabla 5.11. Ley de los osenos y su triángulo de referenia
a2 = b2 + c2 − 2bccosA
b2 = a2 + c2 − 2accosB
c2 = a2 + b2 − 2abcosC
Ejemplo 5.13
Para el triángulo ABC se sabe que a= 13, ∢B = 55◦, c = 19. Determine la medida de los
ángulos y de los lados faltantes.
b2 = a2 + c2 − 2accosB Expresión que relaiona los valores onoidos y per-
mite alular la medida del lado b
b =
√
a2 + c2 − 2accosB Despejando el valor del lado desonoido
b =√
132 + 192 − 2 (13) (19) cos55O
Sustituión de los valores onoidos
b = 15,70 Resultado de la operaión
a2 = b2 + c2 − 2bccosA Expresión que relaiona los valores onoidos y per-
mite alular la medida del ángulo ∢A
cos∢A = −a2−b2−c22bc Despejando el valor del ángulo desonoido
cos∢A = − 132−15,702−1922(15,70)(19) Sustituión de los valores onoidos
cos∢A = 0,73 Resultado de la operaión
∢A = 42,69o Valor del ángulo para el que el oseno es 0.73
5.14. Funiones trigonométrias
Son funiones que tienen omo dominio el onjunto de los valores de la medida de un ángulo
y omo rango el onjunto de los valores de las razones trigonométrias. Reiben los mismos
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nombres de las razones trigonométrias y se aostumbra a manejar omo variable a x.
Las araterístias de las funiones trigonométrias se resumen en la siguiente tabla:




Cortes on el eje x: kπ on k ∈ Z
Cortes on el eje y: (0, 0)
Periodiidad: periódia on periodo 2π
Cosx Dominio: R
Rango: [−1, 1]
Cortes on el eje x: pi2 + kπ on k ∈ Z
Cortes on el eje y: (0, 1)
Periodiidad: periódia on periodo 2π
Tanx Dominio: R− {pi2 + kπ con k ∈ Z}
Rango: R
Cortes on el eje x: kπ on k ∈ Z
Cortes on el eje y: (0, 0)
Periodiidad: periódia on periodo π
Cscx Dominio: R− {kπ con k ∈ Z}
Rango: R− (−1, 1)
Cortes on el eje x: no orta el eje x
Cortes on el eje y: no orta el eje y
Periodiidad: periódia on periodo 2π
Secx Dominio: R− {pi2 + kπ con k ∈ Z}
Rango: R− (−1, 1)
Cortes on el eje x: no orta el eje x
Cortes on el eje y: (0, 1)
Periodiidad: periódia on periodo 2π
Cotx Dominio: R− {kπ con k ∈ Z}
Rango: R
Cortes on el eje x:
(
(2k + 1) pi2 , 0
)
con k ∈ Z
Cortes on el eje y: no orta al eje y
Periodiidad: periódia on periodo π
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5.15. Gráas de las funiones trigonométrias
Figura 5.3. Gráa de la funión y = Sen x
Figura 5.4. Gráa de la funión y = Cosx
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Figura 5.5. Gráa de la funión y = tanx
Figura 5.6. Gráa de la funión y = Secx
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Figura 5.7. Gráa de la funión y = cscx
Figura 5.8. Gráa de la funión y = cotx
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Ejeriios del apítulo: trabajo independiente








4-8 Demuestre que las siguientes proposiiones son identidades:









sec2x − 1cosx = −senxtanx
8.
2sen2A−cos2A
sen2A+senAcosA = 1− cotA










10. cos (π + x)
11. Tanx
12. Sec(x− π)
13-20 Enuentre el dominio de las siguientes funiones:
13. f (x) =
log(16−x2)√
senx



















18. f (x) = cosxsenx−3
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20. f (x) = log [cos (logx)]
21-23 Determine la ompuesta f ◦ g para ada par de funiones f y g:
21. f (x) = −2senx; g (x) = 3x− π





23. f (x) = tanx; g (x) = −x
24-34 Halle el onjunto de números reales para los uales se umple la igualdad en un
intervalo 0 ≤ x < 2π.




26. sen2x− cosx+ 1 = 0




29. 2cos2x− 2sen4x = √3
















34. sen6x+ cos6x = 716
5.15.1. Apliaión on tenología
Represente la gráa en el intervalo, determine si es funión uno a uno y halle el rango
de la funión en el intervalo dado.
35. y = |senx| ;x ∈ [−2π, 2π]
36. y = cos |x| ;x ∈ [−2π, 2π]
37. y = [[senx]] ;x ∈ [0, 2π]




si x ≤ 0
si x > 0
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si x > 0
si x ≤ 0
40. f (x) =
{ |cscx|
2cscx
si x ǫ (−π, 0)
si x ǫ (0, π)
Represente gráamente en el mismo plano las siguientes funiones y determine el dominio
y el rango para ada una de ellas:
41. y = senx, y = sen2x y y = senx2
42. y = cos3x, y = cosx, y = cosx3
43. y = cosx y y = sen(pi2 ,−x)
Determine el periodo, la amplitud, el ambio de fase y trae la gráa de la funión
denida:











3. f (x) = 2cos (2x)
4. f (x) =
√
tanx
Proyetos apliados a las ienias básias
Desarrolle las siguientes ideas que representan proyetos basados en los ontenidos vistos en
el apítulo
• Relaiones familiares en un triángulo: http://www.stewartmath.om/dp_fops_samples/fops9.html
• Modelos depredador-presa: http://www.stewartmath.om/dp_fops_samples/dp8.html
• El problema del puente de Königsberg: http://www.stewartmath.om/dp_fops_samples/fops6.html
1. ¾En uál silla del paraninfo debo sentarme para obtener un ángulo de visión máximo?
Para el desarrollo de este proyeto debe alular las siguientes medidas:
1. Altura de la pantalla del paraninfo
2. Distania del suelo a la pantalla
3. Número de las de sillas
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4. Distania de la primera la on respeto a la pantalla
5. Distania entre las
6. Inlinaión de la zona de asientos
Tenga en uenta que el valor x distania sobre el plano a la que una persona se sienta está
dado por 0 ≤ x ≤ 60. Plantee y resuelva en qué la se puede sentar una persona para
obtener el valor máximo de θ(Sugerenia: teorema de Pitágoras y ley de los senos). Use para
el desarrollo el software Geogebra.




















19. senθ = cosθ = 1√
2
, tanθ = cotθ = 1, cscθ = secθ =
√
2
21. c = 4,14, ∢A = 75o, ∢B = 15o
23. a = 9,99, ∢A = 87,5o, ∢B = 2,5o




























43. ∢B = 54,3o
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45. b = 2,7
47. ∢A = 52,8o
49. a = 3,01
51. c = 5,9








13. Dominio : x ∈ R:− 4 < x < −π ó 0 < x < π
15. Dominio : x ∈ R:0 < x− 2πn < π, n ∈ Z
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17. Dominio :
(
0 < x ≤ π2) , n ǫ Z
19. Dominio : (n ≥ 0, 0 < x− 2πn, n ǫ Z
21. (f ◦ g) (x) = f (g(x)) = sen(pi2 − 3x)
23. (f ◦ g) (x) = f (g(x)) = −2sen(3x− π)
25.
pi
8 ,
5pi
8 ,
9pi
8 ,
13pi
8
27.
pi
3 ,
2pi
3 ,
4pi
3 ,
5pi
3
29.
2pi
3 ,
5pi
6 ,
5pi
3 ,
11pi
6
31.
7pi
6 ,
11pi
6 ,
pi
2
33.
pi
3 ,
2pi
3
35.
pi
6 ,
5pi
6 ,
7pi
6 ,
11pi
6
